
楕円曲線上の標準的高さについて

土屋和由（ 中央大学 ）

本稿は 2002 年 8 月 27 日から 8 月 29 日の間に行われた第 3 回「暗号理論とそれを支
える代数曲線理論」ワークショップにおける小暮氏の講演 [3] の補足である．
楕円曲線暗号の安全性は楕円離散対数問題（ECDLP）の困難さに根拠をおいており，

ECDLP への攻撃法の研究は大変重要である．近年，Silverman [5] によって xedni 計算
法と呼ばれる攻撃法が提案された．それは素体上の楕円曲線に関する攻撃法であり，点自
体を持ち上げてその持ち上げた点を通る曲線の上で考えるというものであった．xedni計算
法のアルゴリズムについては本報告集の谷戸氏の論説 [6]に詳しく記載されている．しかし
ながら，すぐにその攻撃法は有効に働かないという結果が発表された（Jacobson-Koblitz-

Silverman-Stein-Teske [2]）．そうではあるが，そのアイデアは生きており現在においても
xedni 計算法の改良，一般化の研究は続けられている．特に本報告集の小暮氏の論説 [3]

において，素体の有限拡大上の Koblitz 曲線に対しての xedni 計算法の適用が報告されて
いる．
本稿は xedni 計算法の中で「点の独立性」を判定するために用いられている標準的高さ

（canonical height）に関する理論のまとめである．まず初めに射影空間上に高さを定義し，
それを用いて楕円曲線上に（その上の有理関数に依存する）高さを定義する．そのある意
味での極限をとったものが標準的高さである．標準的高さを用いて xedni 計算法で用いら
れる elliptic regulator の定義を与えることを目標とする．
楕円曲線上の高さは数論において重要な役割を持つ Mordell-Weil の定理の証明に用いら
れている．この定理は代数体上定義された楕円曲線の有理点のなす群が有限生成 Abel 群
となる，というものである．Q 上の楕円曲線に対してこの定理は Mordell によって証明さ
れ，Weil によって代数体上の種数 1 以上の曲線の Jocobi 多様体に一般化された．
第 1 節では射影曲線上の高さに関する解説を行う．第 2 節において楕円曲線上の高さに
関する解説を行い，Mordell-Weilの定理の証明を与える．第 3 節で標準的高さに関する解
説を行う．
本稿をまとめるのにあたり，主に Silverman [4, CHAPTER VIII] を参考にした．

1. 射影空間上の高さ

この節では射影空間上の高さを定義する．楕円曲線上の高さは射影空間上の高さを用い
て定義されており，たくさんの重要な性質がここから導かれる．特に Mordell-Weil の定理
の証明で本質的な役割を果たす，ある種の有限性に関する定理を目標として話を進める．
有理数体 Q 上では斉次座標の絶対値の最大値として高さが定義される．しかしこれは Q
の有理整数環 Z が PID （単項イデアル整域）であることを用いた定義であり，一般の代

1



数体上ではこのように定義できない．そこで付値論を用いて高さを定義する．

1.1 K を Q 上 n 次の代数体とする．K の素点（付値の同値類）の集合MK = M∞
K ∪M0

K

を以下のように定義する．K = Q(θ) となる θ をとり，θ のみたす Q 上の最小多項式を
f(T ) とする．今 f(T ) の C 上での分解を f(T ) = (T − θ1) · · · (T − θn) とする．ここで
θ1, . . . , θr1 は実根，θr1+1, . . . , θr1+2r2(r1 + 2r2 = n) は虚根で θr1+j = θr1+r2+j(1 ≤ j ≤ r2)

であるとする．今 θ 7→ θi により定まる中への同型を σi : K → C とする．x ∈ K に対して
x(1) = σ1(x), x(2) = σ2(x), . . . , x(n) = σn(x) で表す．このとき，任意の i に対して

|x|∞,i = |x(i)|

と定義する．ただし |∗|は普通の絶対値とする．このとき |x|∞,r1+j = |x|∞,r1+r2+j(1 ≤ j ≤ r2)

が成立する．ここで

M∞
K = {| ∗ |∞,1, . . . , | ∗ |∞,r1 , | ∗ |∞,r1+1, . . . , | ∗ |∞,r1+r2}

と定義する．OK を代数体K の整数環とする．pをOK の素イデアルとする．pをpZ = p∩Z
をみたす素数とする．このとき

pOK = pep2
e2 · · · pg

eg ( p2, . . . , pg は OK の素イデアル )

と表せる．今 x ∈ K に対して

xOK = pra−1b

と書けたとする．ただし，a, b は OK の整イデアルで，それぞれ a + p = 1, b + p = 1 を
みたすものとする．ここで

|x|p = p−
r
e

と定義し，M0
K を

M0
K = {| ∗ |p | p はOK の素イデアル }

と定義する．M∞
K の元はアルキメデス的素点であり，M0

K の元は非アルキメデス的素点で
ある．

例 1.2. K = Q のとき

M∞
K = {| ∗ | :普通の絶対値 },

M0
K = {| ∗ |p : p 進絶対値 | pは素数 }

である．
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v ∈ MK に対して nv = [Kv : Qv0 ] とおく．ただし v0 を v の Q への制限（このとき v|v0

と記す），Kv を K の v に関する完備化，Qv0 を Q の v0 に関する完備化とする．
射影空間の点に関する高さを定義する．P = [x0, . . . , xN ] ∈ PN(K) とする．このとき代
数体 K に関する点 P の高さ HK(P ) を

HK(P ) =
∏

v∈MK

max{|x0|v, . . . , |xN |v}nv

で定義する．
高さの定義の well-defined 性，基本的性質を示さなければならないが，そのために付値
論からの命題を用いる．証明等の詳細については例えば 彌永 [1] を参照されたい．

命題 1.3.（拡大公式） L ⊃ K ⊃ Q を代数体の拡大とする．また v ∈ MK とする．この
とき

∑
w∈ML

w|v

nw = [L : K]nv

が成立する．

命題 1.4.（norm 公式） K を付値 v を持つ体とし，L を K の有限次分離拡大とする．
w1, . . . , wg を v の L への延長のすべてとする．このとき x ∈ L に対して

NL/K(x) =

g∏
i=1

NLwi/Kv(ϕi(x))

が成立する．ただし NL/K , NLwi/Kv はそれぞれ norm を表す．また ϕi : L → Lwi
は

以下のように定義される．L = K(θ) とし，f(T ) を θ の K 上の最小多項式とする．
f(T ) = f1(T ) · · · fg(T ) を Kv での既約分解とする．任意の i に対して，fi(T ) の根を
θ

(1)
i , . . . , θ

(ni)
i ( ni = deg fi ) とする．ϕi : L → Lwi

を θ 7→ θ
(1)
i により定まる中への K 同

型と定義する．

命題 1.5.（積公式） x ∈ K× とする．このとき
∏

v∈MK

|x|nv
v = 1

が成立する．

注意 1.6. x ∈ K, v ∈ MK とする．ここで ||x||v = |x|nv
v と定義する．||x||v を v に属する

正規付値とよぶ．特に p を OK の素イデアルとするとき

||x||p = |x|np
p = NK/Q(p)−r
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が成立する．ただし NK/Q は norm を表す．

命題 1.5 を用いて，高さの定義の well-defined 性を示す．

命題 1.7. K を代数体，P ∈ PN(K) とする．このとき HK(P ) は P の斉次座標の取り方
に依らずに定まる．

（証明）P = [x0, . . . , xN ] = [λx0, . . . , λxN ] とする．このとき

HK([λx0, . . . , λxN ]) =
∏

v∈MK

max
0≤i≤N

{|λxi|v}nv =
∏

v∈MK

|λ|nv
v max

0≤i≤N
{|xi|v}nv

=
∏

v∈MK

|λ|nv
v

∏
v∈MK

max
0≤i≤N

{|xi|v}nv

が成立する．命題 1.5 より
∏

v∈MK
|λ|nv

v = 1 であるから

HK([λx0, . . . , λxN ]) =
∏

v∈MK

max
0≤i≤N

{|xi|v}nv = HK([x0, . . . , xN ])

を得る．

以下，高さに関する基本的性質をみる．

命題 1.8. K を代数体，P ∈ PN(K) とする．このとき
(1) HK(P ) ≥ 1 が成立する．
(2) L/K を有限次拡大とする．このとき HL(P ) = HK(P )[L:K] が成立する．

（証明）斉次座標において，射影空間の定義から少なくとも一つの座標を 1 にできるので
(1) は明らか．以下 (2) を示す．今 x0, . . . , xN ∈ K であるから

HL(P ) =
∏

w∈ML

max
0≤i≤N

{|xi|w}nw =
∏

v∈MK

∏
w∈ML

w|v

max
0≤i≤N

{|xi|v}nw

が成立する．ここで，命題 1.3 を用いることにより

HL(P ) =
∏

v∈MK

∏
w∈ML

w|v

max
0≤i≤N

{|xi|v}nw =
∏

v∈MK

max
0≤i≤N

{|xi|v}[L:K]nv = HK(P )[L:K]

を得る．

1.9 さてここで K = Q の場合を考える．P ∈ PN(Q) とする．このとき斉次座標を用いて
P = [x0, . . . , xN ] と表すことが出来る．ただし x0, . . . , xN ∈ Z でかつ gcd(x0, . . . , xN) = 1
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をみたす．このとき, 任意の v ∈ M0
K に対して |xi|v ≤ 1 (∀i) であり，またある j が存在

して |xj|v = 1 をみたす．よって
∏

p : 素数

max{|x0|p, . . . , |xN |p} = 1

が成立する．したがって

HQ(P ) =
∏

v∈MQ

max
0≤i≤N

{|xi|v} = max{|x0|, . . . , |xN |}

が成立する．このとき，任意の定数 C に対して

#{P ∈ PN(Q) | HQ(P ) ≤ C} < (2C + 1)N+1

が成立し，特に上の集合が有限集合であることが分かる．一般の代数体上に関してはその
整数環が PID であるとは限らないので同じ議論を用いることは出来ない．

例 1.10. K = Q(
√−5), P = [1, 1+

√−5
2

, 1−√−5
2

] ∈ P2(K) とする．HK(P ) を求める．
まず M∞

K 部分に関して考察を与える．任意の a + b
√−5 ∈ K に対して

|a + b
√−5|∞,1 = |a + b

√−5|, |a + b
√−5|∞,2 = |a− b

√−5|

とする．このとき

M∞
K = { | ∗ |∞,1 }

である．一方

n|∗|∞,1 = [Q(
√−5)|∗|∞,1

: Q|∗|] = [C : R] = 2

が成立する．したがって

∏
v∈M∞

K

max

{
|1|v,

∣∣∣∣
1 +

√−5

2

∣∣∣∣
v

,

∣∣∣∣
1−√−5

2

∣∣∣∣
v

}nv

= max

{
1,

√
3

2
,

√
3

2

}2

=
3

2

を得る．次に M0
K 部分を考察する．今 K の整数環 OK は Z[

√−5] であり

p1 = (2, 1 +
√−5), p2 = (3, 1 +

√−5), p3 = (3, 1−√−5)

は OK の素イデアルである．今

(2) = p1
2, (1 +

√−5) = p1p2, (1−√−5) = p1p3

が成立するので，分数イデアルをもちいて
(

1 +
√−5

2

)
= p1

−1p2,

(
1−√−5

2

)
= p1

−1p3
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と表せる．一方，各素イデアルの norm は

NK/Q(p1) = 2, NK/Q(p2) = NK/Q(p3) = 3

である．したがって

∏

v∈M0
K

max

{
|1|v,

∣∣∣∣
1 +

√−5

2

∣∣∣∣
v

,

∣∣∣∣
1−√−5

2

∣∣∣∣
v

}nv

= max {1, 2, 2}max

{
1,

1

3
, 1

}
max

{
1, 1,

1

3

}
= 2

が成立する．以上をあわせて

HK(P ) =
3

2
× 2 = 3

を得る．

命題 1.8から，代数体の取り方に依らない高さの定義を与えることが出来る．P ∈ PN(Q)

とする．P の（絶対）高さ H(P ) を以下で定義する．P ∈ PN(K) となる代数体 K を一つ
選ぶ．このとき

H(P ) = HK(P )
1

[K:Q]

と定義する．
有理数体 Q 上成立した有限性を一般に考えるために命題を用意する．まず，射影空間の
射と高さの関係を調べる．

命題 1.11. F : PN → PM を次数 d の射とする．このとき（ F に依存する）定数 C1, C2

が存在して，任意の P ∈ PN(Q) に対して

C1H(P )d ≤ H(F (P )) ≤ C2H(P )d

が成立する．

（証明）まず記号を準備する．F = [f0, . . . , fM ] とする．ただし f0, . . . , fM は d 次斉次式
である．P = [x0, . . . , xN ] ∈ PN(Q) とする．ここで代数体 K を Q に x0, . . . xN および各
fi の係数を添加した体とする．任意の v ∈ MK に対して

|P |v = max{|x0|v, . . . , |xN |v},
|F (P )|v = max{|f0(P )|v, . . . , |fM(P )|v},
|F |v = max{|a|v | a は多項式 f0, . . . , fM の係数 }

とおく．このとき

HK(P ) =
∏

v∈MK

|P |vnv , HK(F (P )) =
∏

v∈MK

|F (P )|vnv
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であるので，HK(F ) を上と同様に

HK(F ) =
∏

v∈MK

|F |vnv (= HK([a0, a1, . . . ]))

と定義する．今，ε を

ε(v) =

{
1 v ∈ M∞

K

0 v ∈ M0
K

で定義する．このとき任意の v ∈ MK に対して

|t1 + · · ·+ tn|v ≤ nε(v) max{|t1|v, . . . , |tn|v} (1)

が成立する．
以上の準備の下で，証明に戻る．v ∈ MK とする．各 fi は d 次斉次式であったから (1)

より

|fi(P )|v ≤ C1
ε(v)|F |v|P |vd

が成立する．ただし C1 は fi の項の個数であり，C1 <
(

N+d
N

)
が成立する．したがって

|F (P )|v ≤ C1
ε(v)|F |v|P |vd

が成立する．よって
∏

v∈MK

|F (P )|vnv ≤
∏

v∈MK

C1
ε(v)nv |F |vnv |P |vnvd

が成立し，さらに

HK(F (P )) ≤ C1

∑
v∈MK

ε(v)nvHK(F )HK(P )d

を得る．
ところが一方

∑
v∈MK

ε(v)nv =
∑

v∈M∞
K

nv = [K : Q]

が成立するので

H(F (P )) ≤ C1H(F )H(P )d

を得る．
次に lower bound をみる．仮定から F は射であったから

{Q ∈ AN+1(Q) | f0(Q) = · · · = fM(Q) = 0} = {(0, . . . , 0)}
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が成立する．よって Hilbert の零点定理より

(X0, . . . , XN) = I(V (f0, . . . , f,M )) =
√

(f0, . . . , fM)

を得る．したがって，整数 e ≥ 1 が存在して，任意の i に対して

Xi
e =

M∑
j=0

gijfj

をみたす多項式 gij ∈ Q[X0, . . . , XN ]が存在する．ここで，代数体K を gij ∈ K[X0, . . . , XN ]

をみたすように取り直す．さらに，多項式 gij は e − d 次斉次多項式であると仮定してよ
い．ここで

|G|v = max{|b|v | b は多項式 gij の係数 },
HK(G) =

∏
v∈MK

|G|vnv

とおく．今

|xi|ve =

∣∣∣∣∣
M∑

j=0

gij(P )fj(P )

∣∣∣∣∣ ≤ C2
ε(v) max

0≤j≤M
{|gij(P )fj(P )|v}

が成立する．よって

|P |ve ≤ C2
ε(v) max

0≤i≤N
0≤j≤M

{|gij(P )|v}|F (P )|v

を得る．一方 deg gij = e− d より

|gij(P )|v ≤ C3
ε(v)|G|v|P |ve−d

が成立するので

|P |vd ≤ C4
ε(v)|G|v|F (P )|v

を得，さらに

H(P )d ≤ CH(F (P ))

を得る．

系 1.12. A ∈ PGLN(Q) とする．このとき（A に依存する）定数 C1, C2 が存在して，任
意の P ∈ PN(Q) に対して

C1H(P ) ≤ H(AP ) ≤ C2H(P )
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が成立する．

次に，多項式の係数と根の間の高さの関係をみる．まず，記号の準備から始める．任意の
x ∈ Q に対してH(x) = H([x, 1]) とおく．同様に x ∈ K に対してHK(x) = HK([x, 1]) と
おく．

命題 1.13. 多項式 f(T ) ∈ Q[X] を

f(T ) = a0T
d + a1T

d−1 + · · ·+ ad = a0(T − α1) · · · (T − αd) (a0 6= 0)

とおく．このとき

2−d

d∏
j=1

H(αj) ≤ H([a0, . . . , ad]) ≤ 2d−1

d∏
j=1

H(αj)

が成立する．

（証明）f(T )を f(T )/a0に置き換えることにより，a0 = 1と仮定してよい．K = Q(α1, . . . , αd)

とおく．命題 1.11 と同様の議論から，

2−dε(v)

d∏
j=1

max{|αj|v, 1} ≤ max
0≤i≤d

{|ai|v} ≤ 2(d−1)ε(v)

d∏
j=1

max{|αj|v, 1} (2)

を証明すればよいことがわかる．
多項式の次数 d := degf に関する帰納法を用いる．d = 1 のとき f(T ) = t − α1 と表さ

れるので (2) は明らか．
次に（K に解を持つ）すべての d− 1 次以下の多項式に関して (2) が成立すると仮定す
る．任意の i に対して

|αk|v ≥ |αi|v
をみたす αk を一つ選ぶ．さらに

g(T ) =
1

T − αk

f(T ) = (T − α1) · · · (T − αk−1)(T − αk+1) · · · (T − αd)

= b0T
d−1 + b1T

d−2 + · · ·+ bd−1

と定義する．f(T ) = (T − αk)g(T ) より，係数を比較して

ai = bi − αkbi−1 (0 ≤ i ≤ d)

を得る．ただし b−1 = bd = 0 と定義する．このとき

max
0≤i≤d

{|ai|v} = max
0≤i≤d

{|bi − αkbi−1|v} ≤ 2ε(v) max
0≤i≤d

{|bi|v, |αkbi−1|v}

≤ 2ε(v) max
0≤i≤d

{|bi|v}max{|αk|v, 1} ≤ 2(d−1)ε(v)

d∏
j=1

max{|αj|v, 1}
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を得る．実際，不等式 (1) および帰納法の仮定を用いればよい．
次に lower bound をみる．|αk|v ≤ 2ε(v) のとき，k の選び方から

d∏
j=1

max{|αj|v, 1} ≤ max{|αk|v, 1}d ≤ 2dε(v)

が成立する．a0 = 1 より lower bound を得る．
|αk|v > 2ε(v) と仮定する．このとき

max
0≤i≤d

{|ai|v} = max
0≤i≤d

{|bi − αkbi−1|v} ≥ 2−ε(v) max
0≤i≤d

{|bi|v}max{|αk|v, 1}

が成立する．実際 bs = max0≤i≤d{|bi|v} とおくと v ∈ M∞
K のとき

max
0≤i≤d

{|bi − αkbi−1|v} ≥ |bs+1 − αkbs|v = |αkbs − bs+1|v ≥ |αkbs|v − |bs+1|v
≥ (|αk|v − 1)|bs|v > 2−ε(v)|αk|v|bs|v

を得る．また v ∈ M0
K のとき

max
0≤i≤d

{|bi − αkbi−1|v} ≥ |bs+1 − αkbs|v = |αk|v|bs|v

を得る．したがって，帰納法の仮定から

2−dε(v)

d∏
j=1

max{|αj|v, 1} ≤ max
0≤i≤d

{|ai|v}

を得る．

まず高さの Galois 不変性に関する補題を示し，そのあと有限性を証明する．

補題 1.14. P ∈ PN(Q), σ ∈ Gal(Q/Q) する．このときH(P σ) = H(P ) が成立する．

（証明）代数体 K を P ∈ PN(K) をみたすものとする．K/Q は Galois 拡大であると仮定
してよい．今，体の同型 σ : K → Kσ; x 7→ xσ から，写像 σ : MK → MKσ ; v 7→ vσ が誘導
される．すなわち x ∈ K, v ∈ MK に対して |xσ|vσ = |x|v と定義することにより上の写像を
得る．さらにKv

∼→ Kσ
vσ も得る．特に nv = nvσ を得る．このとき

HKσ(P σ) =
∏

w∈MKσ

max
0≤i≤N

{|xσ
i |w}nw =

∏
v∈MK

max
0≤i≤N

{|xσ
i |vσ}nvσ =

∏
v∈MK

max
0≤i≤N

{|xi|v}nv = HK(P )

が成立する．[K : Q] = [Kσ : Q] よりH(P σ) = H(P ) を得る．

定理 1.15. C, d を定数とする．このとき

#{P ∈ PN(Q) | H(P ) ≤ C, [Q(P ) : Q] ≤ d} < ∞
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が成立する．特に，任意の代数体 K に対して

#{P ∈ PN(K) | H(P ) ≤ C} < ∞

が成立する．

（証明）P ∈ PN(Q) とする．今 P = [x0, . . . , xN ] (xj = 1) と表されるとする．このとき
Q(P ) = Q(x0, . . . , xN) が成立する．よって

HQ(P )(P ) =
∏

v∈MQ(P )

max
0≤i≤N

{|xi|v}nv ≥ max
0≤i≤N





∏
v∈MQ(P )

max{|xi|v, 1}


 = max

0≤i≤N
HQ(P )(xi)

を得る．今 H(P ) ≤ C, [Q(P ) : Q] ≤ d とすると

max
0≤i≤N

H(xi) ≤ C, max
0≤i≤N

[Q(xi) : Q] ≤ d

が成立する．したがって

#{x ∈ Q | H(x) ≤ C, [Q(x) : Q] ≤ d} < ∞

を示せばよい．

x ∈ {x ∈ Q | H(x) ≤ C, [Q(x) : Q] ≤ d}

とする．e = [Q(x) : Q] とおくと e ≤ d が成立する．ここで y1 = x, y2, . . . , ye を x の Q 上
の共役元とする．x の Q 上の最小多項式を

fx(T ) = (T − y1) · · · (T − ye) = T e + a1T
e−1 + · · ·+ ae ∈ Q[T ]

とする．このとき，仮定および上の 命題 1.13，補題 1.14 より

H([1, a1, . . . , ae]) ≤ 2e−1

e∏
j=1

H(yi) = 2e−1H(x)e ≤ (2C)d

が成立する．1, a1, . . . , ae ∈ Q より，定理は K = Q の場合に帰着されるが，上で考察した
とおり K = Q の場合, 定理は成立する．

2. 楕円曲線上の高さ

この節では射影空間上の高さを用いて楕円曲線上の高さを定義する．Mordell-Weil の定
理を証明するためにある種の有限性が必要であるが，それは射影空間上の有限性からの簡
単な帰結である．しかしそれだけでは不十分であり，楕円曲線上の高さが「定数倍を除い
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て」二次形式になるという性質を示さなければならない．この事実は次節で扱う標準的高
さにも関係が深い．

2.1 K を代数体，E を K 上の楕円曲線とする．このとき定数でない EK の有理関数
f ∈ K(E) は射

f : E −→ P1

P 7−→
{

[1, 0] P が f で極を持つ

[f(P ), 1] その他

を定める．このとき f : E → P1 は全射である．楕円曲線 E 上の高さを f を用いて射影空
間 P1 上で定義すればよいが，加法的に扱うために対数をとる．
射影空間上の（絶対対数）高さ h : PN(Q) → R を h(P ) = log H(P ) で定義する．命題

1.8 より，任意の P ∈ PN(Q) に対して h(P ) ≥ 0 が成立する．K を代数体，E を K 上の
楕円曲線とする．f ∈ K(E) とし，f は定数でないとする．このとき（f に関する）E 上
の高さ hf : E(K) → R を hf (P ) = h(f(P )) で定義する．定理 1.15 を用いて，楕円曲線上
の高さに関する有限性をみる．

定理 2.2. K を代数体，E を K 上の楕円曲線とする．f ∈ K(E) とし，f は定数でないと
する．このとき，任意の定数 C に対して

#{P ∈ E(K) | hf (P ) ≤ C} < ∞
が成立する．

（証明）射 f : E → P1 は次数有限である．したがって

#{Q ∈ P1(K) | H(Q) ≤ eC} < ∞
を示せばよい．これは 定理 1.15 より成立する．

上の 定理 2.2 は Mordell-Weil の定理を証明するのに重要であるが，それだけでは不十分
である．以下，楕円曲線 E 上の高さと群構造との関係をみる．そのために，まず記号およ
び言葉を導入する．

X を集合とする．f, g を X 上の実数値関数とする．このとき f = g + O(1) であるとは，
ある定数 C1, C2 が存在して，任意の P ∈ X に対してC1 ≤ f(P )− g(P ) ≤ C2 が成立する
ことであると定義する．K を代数体，E を K 上の楕円曲線とする．f ∈ K(E) とし，f は
定数でないとする．f が偶関数であるとは f が −1 倍写像で不変，すなわち f ◦ [−1] = f

が成立することをいう．このとき，以下の定理が成立する．

定理 2.3. K を代数体，E を K 上の楕円曲線とする．f ∈ K(E) を定数でない偶関数とす
る．このとき，任意の P, Q ∈ E(K) に対して

hf (P + Q) + hf (P −Q) = 2hf (P ) + 2hf (Q) + O(1)
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が成立する．

定理を証明するために，まず補題をいくつか準備する．まず，判別式に関するある恒等式
を示す．証明は実際に計算を確かめればよい．

補題 2.4. E : Y 2Z = X3 + AXZ2 + BZ3 を体 K 上の楕円曲線とする．∆ を判別式
∆ = 4A3 + 27B2 6= 0 とする．さらに多項式 F,G, f, g をそれぞれ

F (X,Z) = X4 − 2AX2Z2 − 8BXZ3 + A2Z4,

G(X,Z) = 4X3Z + 4AXZ3 + 4BZ4,

f(X, Z) = 12X2Z + 16AZ3,

g(X,Z) = 3X3 − 5AXZ2 − 27BZ3

とおく．このとき

f(X, Z)F (X,Z)− g(X, Z)G(X,Z) = 4∆Z4

が成立する．

補題 2.5. K を体，E を

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x + a6

で定義される K 上の楕円曲線とする．f ∈ K(E) = K(x, y) とする．このとき

f が偶関数⇐⇒ f ∈ K(x)

が成立する．

（証明）P = (x0, y0) のとき −P = (x0,−y0 − a1x0 − a3) であるから (⇐) は明らか．(⇒)

を示す．

f(x, y) = g(x) + h(x)y (g, h ∈ K(x))

とおく．このとき

g(x) + h(x)y = f(x, y) = f(x,−y − a1x− a3) = g(x) + h(x)(−y − a1x− a3)

を得る．よって

(2y + a1x + a3)h(x) = 0

が成立する．
2 = a1 = a3 = 0 と仮定すると，∆ = 0 となり E が楕円曲線であることに矛盾する．し
たがって h(x) = 0 が成立し，f(x, y) = g(x) ∈ K(x) を得る．
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補題 2.6. K を代数体，E を K 上の楕円曲線とする．f, g ∈ K(E) を定数でない偶関数と
する．このとき

(deg g)hf = (deg f)hg + O(1)

が成立する．

（証明）x, y ∈ K(E) を E の Weierstrass 座標とする．このとき 補題 2.5 から

K(E) = K(x, y) ⊃ K(x) = {偶関数 }

であるから，射 ρ : P1 → P1 が存在して f = ρ ◦ x が成立する．したがって 命題 1.11 から

hf = (deg ρ)hx + O(1)

を得る．
一方 f = ρ ◦ x より

deg f = deg x deg ρ = 2 deg ρ

が成立するので

2hf = (deg f)hx + O(1)

を得る．同様にして

2hg = (deg g)hx + O(1)

が成立するので

(deg g)hf = (deg f)hg + O(1)

を得る．

（ 定理 2.3 の証明）楕円曲線 E の Weierstrass 方程式を

E : y2 = x3 + Ax + B

のように選ぶ．補題 2.6より，f = xのときを示せばよい．今 hx(P ) = hx(−P ), hx(O) = 0

が成立する．ただし O は無限遠点を表す．したがって P = O または Q = O のとき

hf (P + Q) + hf (P −Q) = 2hf (P ) + 2hf (Q)

が成立する．
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以下，P 6= O かつ Q 6= O と仮定する．x(P ) = [x1, 1], x(Q) = [x2, 1] とおく．さらに

G : E × E −→ E × E

(P,Q) 7−→ (P + Q,P −Q),

σ : E × E −→ P1 × P1 −→ P2

(P, Q) 7−→ (x(P ), x(Q))

([α1, β1], [α2, β2]) 7−→ [β1β2, α1β2 + α2β1, α1α2],

g : P2 −→ P2

[t, u, v] 7−→ [u2 − 4tv, 2u(At + v) + 4Bt2, (v − At)2 − 4Btu]

と定義する．このとき，図式

E × E
G−−−→ E × Ey

y
σ P1 × P1 P1 × P1 σy

y
P2 g−−−→ P2

(3)

は可換である．実際，P = Q のとき x(2P ) = [x3, 1] とおくと

x3 =
(x2

1 − A)2 − 8Bx1

4y2
1

が成立し，P 6= Q かつ P 6= −Q のとき x(P + Q) = [x3, 1], x(P −Q) = [x4, 1] とおくと

x3 + x4 =
2(x1 + x2)(A + x1x2) + 4B

(x1 + x2)2 − 4x1x2

, x3x4 =
(x1x2 − A)2 − 4B(x1 + x2)

(x1 + x2)2 − 4x1x2

が成立することから導かれる．
次に g : P2 → P2 が射であることを示す．g([t, u, v]) = 0 と仮定する．t = 0 のとき

u = v = 0 が成立する．t 6= 0 と仮定する．以下，g([t, u, v]) = 0 が共通零点を持たないこ
とを示す．x = u/2t とおく．u2 − 4tv = 0 より x2 = v/t が成立する．また

{
2u(At + v) + 4Bt2 = 0

(v − At)2 − 4Btu = 0

であるから
{

ψ(x) := 4x(A + x2) + 4B = 4x3 + 4Ax + 4B = 0

φ(x) := (x2 − A)2 − 8Bx = x4 − 2Ax2 − 8Bx + A2 = 0
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が成立する．補題 2.4 より

(12x2 + 16A)φ(x)− (3x2 − 5Ax− 27B)ψ(x) = 4∆ 6= 0

を得る．したがって共通零点が存在しないことが示された．
g が射であることが示されたので，上の可換図式に 命題 1.11 を適用する．すると

h(σ(P + Q,P −Q)) = h(σ ◦G(P,Q)) = h(g ◦ σ(P, Q)) = 2h(σ(P, Q)) + O(1)

が成立する．したがって，任意の R1, R2 ∈ E(K) に対して

h(σ(R1, R2)) = hx(R1) + hx(R2) + O(1)

を示せばよい．R1 = R2 = O のときは明らか．R1 6= O かつ R2 = O とする．このとき
x(R1) = [α1, 1] とおくと

h(σ(R1, R2)) = h([0, 1, α1]) = log H([[0, 1, α1]),

hx(R1) + hx(R2) = hx(R1) = log H([α1, 1])

より

h(σ(R1, R2)) = hx(R1) + hx(R2)

が成立する．R1 6= O かつ R2 6= O とする．x(R1) = [α1, 1], x(R2) = [α2, 1] とおくと

h(σ(R1, R2)) = h([1, α1 + α2, α1α2]),

hx(R1) + hx(R2) = h(α1) + h(α2)

が成立する．ここで 命題 1.13 を多項式 (T + α1)(T + α2) に適用することにより

h(α1) + h(α2)− log 4 ≤ h([1, α1 + α2, α1α2]) ≤ h(α1) + h(α2) + log 2

を得る．したがって

h([1, α1 + α2, α1α2]) = h(α1) + h(α2) + O(1)

が成立する．

系 2.7. K を代数体，E を K 上の楕円曲線とする．f ∈ K(E) を定数でない偶関数とす
る．
(1) Q ∈ E(K) を一つ固定する．このとき任意の P ∈ E(K) に対して

hf (P + Q) ≤ 2hf (P ) + O(1)

が成立する．
(2) m ∈ Z とする．任意の P ∈ E(K) に対して

hf ([m]P ) = m2hf (P ) + O(1)
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が成立する．

（証明）(1) は 定理 2.3 より明らか．(2) を示す．f は偶関数であるから m ≥ 0 と仮定し
てよい．m に関する帰納法を用いる．m = 0, 1 のとき明らか．m − 1,m に関して定理が
成立すると仮定する．このとき 定理 2.3 において P = [m]P,Q = P を適用すると

h([m + 1]P ) = −hf ([m− 1]P ) + 2hf ([m]P ) + 2hf (P ) + O(1)

が成立する．帰納法の仮定から

h([m + 1]P ) = −(m− 1)2hf (P ) + 2m2hf (P ) + 2hf (P ) + O(1)

= (m + 1)2hf (P ) + O(1)

を得る．

2.8 以下 Mordell-Weil の定理の証明を行う．弱 Mordell-Weil の定理と呼ばれる以下の定
理から導く．

定理 2.9.（弱 Mordell-Weil の定理） K を代数体，E を K 上の楕円曲線とする．m ≥ 2

とする．このときE(K)/mE(K) は有限群である．

定理 2.10.（ Mordell-Weil の定理） K を代数体，E を K 上の楕円曲線とする．このと
き E(K) は有限生成 Abel 群である．

（証明）Q1, . . . , Qr ∈ E(K) を

E(K)/mE(K) = {Q1, . . . , Qr}

であるように選ぶ（定理 2.9 より選べる）．P ∈ E(K) とする．このとき

P = [m]P1 + Qi1 (1 ≤ i1 ≤ r)

と書ける．この操作を繰り返すことにより

P1 = [m]P2 + Qi2

...

Pn−1 = [m]Pn + Qin

を得る．ここで定数でない偶関数 f ∈ K(E) を一つ選び，高さ hf を考える．任意の j に
対して，系 2.7 より

hf (Pj) ≤ 1

m2
[hf ([m]Pj) + C2] =

1

m2
[hf (Pj−1 −Qij) + C2] ≤ 1

m2
[2hf (Pj−1) + C ′

1 + C2]
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を得る．したがって

hf (Pn) ≤
(

2

m2

)n

hf (P ) +

(
1

m2
+

2

m4
+ · · ·+ 2n−1

m2n

)
(C ′

1 + C2)

<

(
2

m2

)n

hf (P ) +
C ′

1 + C2

m2 − 1
≤ 1

2n
hf (P ) +

C ′
1 + C2

2

が成立する（最後の不等式は m ≥ 2 を用いる）．今 n を十分大きく取ると

hf (Pn) ≤ 1 +
C ′

1 + C2

2

が成立し，また

P = [mn]Pn +
n∑

j=1

[mj−1]Qij

であるから P は

{Q1, . . . Qr} ∪
{

Q ∈ E(K) | hf (Q) ≤ 1 +
C ′

1 + C2

2

}

の元の線型和である．したがって 定理 2.2 より E(K) の有限生成性がいえた．

3. 楕円曲線上の標準的高さ

前節では代数体上の楕円曲線に対して高さを定義し，それを用いて Mordell-Weil の定理
を証明した．そのとき用いた高さは偶関数に依存するものであり，そこで用いた定理も「定
数倍を除いて」二次形式になるというものだった．それらを補正するために，高さの極限
をとって標準的高さ（canonical height）を定義する．
標準的高さはある R 線型空間上の正定値二次形式になっており，それを用いて Néron-

Tate pairing と呼ばれる双線型形式および elliptic regulator と呼ばれるものが定義される．
その性質が xedni 計算法における点の独立性の判定に用いられる．

3.1 K を代数体，E を K 上の楕円曲線とする．E 上の標準的高さ ĥ : E(K) → R を

ĥ(P ) =
1

deg f
lim

N→∞
4−Nhf ([2

N ]P )

で定義する．ただし f ∈ K(E) は定数でないある偶関数である．
上の極限が収束することおよび f の取り方に依らずに定まることを見る．

命題 3.2.（Tate） K を代数体，E を K 上の楕円曲線とする．f ∈ K(E) を定数でない
偶関数とする．P ∈ E(K) とする．このとき

1

deg f
lim

N→∞
4−Nhf ([2

N ]P )
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は収束し，さらに f に依らずに定まる．

（証明）R 上の数列 {4−Nhf ([2
N ]P )}N がCauchy 列であることを示せばよい．系 2.7 か

ら，ある定数 C が存在して，任意の Q ∈ E(K) に対して

|hf ([2]Q)− 4hf (Q)| ≤ C

が成立する．0 ≤ M ≤ N ∈ Z とする．このとき
|4−Nhf ([2

N ]P )− 4−Mhf ([2
M ]P )|

≤
∣∣∣∣∣
N−1∑
n=M

{4−(n+1)hf ([2
n+1]P )− 4−nhf ([2

n]P )}
∣∣∣∣∣

≤
N−1∑
n=M

4−(n+1)|hf ([2
n+1]P )− 4hf ([2

n]P )| ≤
N−1∑
n=M

4−(n+1)C ≤ C

4M+1

が成立する．したがって {4−Nhf ([2
N ]P )}N がCauchy 列であることが示された．

g ∈ K(E) を f と異なる定数でない偶関数とする．補題 2.6 から

(deg g)hf = (deg f)hg + O(1)

が成立する．したがって

(deg g)4−Nhf ([2
N ]P )− (deg f)4−Nhg([2

N ]P ) =
O(1)

4N

を得る．いま，右辺に N → ∞ を施すと O(1)
4N → 0 が成立する．したがって，極限が一致

することが示された．

標準的高さに関する基本的性質をみる．

定理 3.3. （Néron-Tate） K を代数体，E を K 上の楕円曲線とする．ĥ を E 上の標準
的高さとする．このとき，以下が成立する．
(1) 任意の P,Q ∈ E(K) に対して

ĥ(P + Q) + ĥ(P −Q) = 2ĥ(P ) + 2ĥ(Q)

が成立する．
(2) 任意の P ∈ E(K), m ∈ Z に対して

ĥ([m]P ) = m2ĥ(P )

が成立する．
(3) ĥ は E 上の二次形式である．すなわち ĥ は対称二次形式であり

< , > : E(K)× E(K) −→ R
(P, Q) 7−→ ĥ(P + Q)− ĥ(P )− ĥ(Q)
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は双線型写像である．
(4) P ∈ E(K) とする．このとき ĥ(P ) ≥ 0 が成立する．さらに

ĥ(P ) = 0 ⇐⇒ P ∈ E(K)tors

が成立する．
(5) f ∈ K(E) を定数でない偶関数とする．このとき

(deg f)ĥ = hf + O(1)

が成立する．
さらに ĥ′ : E → R をある定数でない f に対して (5) をみたし，かつ任意の m ≥ 2 に対し
て (2) をみたすものとする．このとき ĥ = ĥ′ が成立する．

（証明）まず (5) を示す．今 命題 3.2 の証明よりある定数 C が存在して，任意の 0 ≤
M ≤ N ∈ Z および任意の P ∈ E(K) に対して

|4−Nhf ([2
N ]P )− 4−Mhf ([2

M ]P )| ≤ C

4M+1

が成立する．ここで M = 0, N →∞ を施すことにより

|(deg f)ĥ(P )− hf (P )| ≤ C

4

を得る．したがって

(deg f)ĥ = hf + O(1)

が成立する．
(1) を示す．定理 2.3 より，任意の P, Q ∈ E(K) に対して

hf (P + Q) + hf (P −Q) = 2hf (P ) + 2hf (Q) + O(1)

が成立する．よって

4−N

deg f
hf ([2

N ](P + Q)) +
4−N

deg f
hf ([2

N ](P −Q))

= 2
4−N

deg f
hf ([2

N ](P )) + 2
4−N

deg f
hf ([2

N ](Q)) +
O(1)

4N

を得る．ここで N →∞ を施すことにより

ĥ(P + Q) + ĥ(P −Q) = 2ĥ(P ) + 2ĥ(Q)

を得る．
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(2) を示す．系 2.7 より，任意の P ∈ E(K),m ∈ Z に対して

hf ([m]P ) = m2hf (P ) + O(1)

が成立する．このとき (1) と同様の操作を行うことにより

ĥ([m]P ) = m2ĥ(P )

を得る．
(3) は (1) より線型代数から結果を得る．
(4) を示す．ĥ(P ) ≥ 0 は明らか．P ∈ E(K)tors とする．このとき m ≥ 1 ∈ Z が存在し

て [m]P = O が成立する．このとき (2) より

m2ĥ(P ) = ĥ([m]P ) = ĥ(O) = 0

が成立する．したがって ĥ(P ) = 0 を得る．
P ∈ E(K ′) とする．ただし K ′ は K の有限次拡大である．ĥ(P ) = 0 と仮定する．この

とき任意の m ∈ Z に対して ĥ([m]P ) = m2ĥ(P ) = 0 が成立する．(5) より定数 C が存在
して，任意の m ∈ Z に対して

hf ([m]P ) = | (deg f)ĥ([m]P )− hf ([m]P ) |
≤ C

が成立する．したがって

{P, [2]P, [3]P, . . . } ⊂ {Q ∈ E(K ′) | hf (Q) ≤ C}

が成立するが，定理 2.2 より

#{Q ∈ E(K ′) | hf ([m]P ) ≤ C} < ∞

であるから

#{P, [2]P, [3]P, . . . } < ∞

が成立する．したがって P ∈ E(K)tors を得る．
ĥ′ : E → R を

ĥ′ ◦ [m] = m2ĥ′, (deg f)ĥ′ = hf + O(1)

をみたすと仮定する．ĥ が (5) をみたすので ĥ′ − ĥ = O(1) を得る．一方

ĥ′ ◦ [mN ] = m2N ĥ′ (N = 1, 2, . . . )

が成立する．したがって

ĥ′ = m−2N ĥ′ ◦ [mN ] = m−2N(ĥ ◦ [mN ] + O(1)) = ĥ +
O(1)

m2N
−→ ĥ (N −→∞)

21



を得る．

3.4 Mordell-Weilの定理からR⊗ZE(K)は有限次元R線型空間である．一方E(K)/E(K)tors

は R⊗ZE(K)内の latticeとみることができる．さらに定理 3.3より ĥはE(K)/E(K)tors

上の正定値二次形式であることが分かる．今 ĥ を R⊗Z E(K) へ延長しても，正定値性が
保たれることを見る．そのために鍵となる補題を示す．

補題 3.5. （Minkowski の定理） V を r 次元 R 線型空間とする．B ⊂ V を凸でかつ原
点に対して対称な集合とする．vol(B) > 4r のとき，B は原点でない lattice の点を含む．

（証明）V = Rr として話を進める．B は原点しか lattice の元を持たないと仮定する．こ
こで N > 0 ∈ Z を「原点を中心とした 1 辺の長さ 2N の立方体を考えたとき，それが B

を含む」ようにとる．C を原点を中心とした 1 辺の長さ 4N の立方体とする．
`1, `2 ∈ Zr (`1 6= `2) とする．このとき

{
`1 +

1

2
b | b ∈ B

}
∩

{
`2 +

1

2
b | b ∈ B

}
= ∅

が成立する．実際，共通部分が空でないとすると，b1, b2 ∈ B が存在して

`1 +
1

2
b1 = `2 +

1

2
b2

が成立する．よって

(`1 − `2) =
1

2
(b2 − b1)

を得る．B は対称であるから −b1 ∈ B が成立し，さらに B が凸であるから

1

2
(b2 − b1) ∈ B

が成立する．したがって 0 6= `1 − `2 ∈ B 得る．これは B は原点しか lattice の元を持た
ないという仮定に矛盾する．
今 ` ∈ Zr のすべての座標が N 以下のとき |coordi`| ≤ N と記す．|coordi`| ≤ N をみた
す任意の ` ∈ Zr に対して

{
` +

1

2
b | b ∈ B

}
⊂ C

が成立する．したがって

(4N)r = vol(B) ≥
∑

|coordi`|≤N

vol

(
` +

1

2
B

)

≥ (2N)rvol

(
1

2
B

)
= 2rN r2−rvol(B) = N rvol(B)
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より 4r ≥ vol(B) を得る．これは vol(B) > 4r に矛盾する．

補題 3.6. V を有限次元 R 線型空間とする．L ⊂ V を lattice とする．q : V → R を以下
をみたす二次形式とする．
(i) P ∈ L とする．このとき

q(P ) = 0 ⇐⇒ P = 0

が成立する．
(ii) 任意の定数 C に対して

#{P ∈ L | q(P ) ≤ C} < ∞

が成立する．
このとき q は V 上正定値である．

（証明）V の基底を適当に取ることにより，任意の x = t(x1, . . . , xr) ∈ V に対して

q(x) =
s∑

i=1

x2
i −

t∑
i=1

x2
s+i (s + t ≤ r)

と表せる．

B : = B(ε, δ) =

{
x = (x1, . . . , xr) ∈ V |

s∑
i=1

x2
i ≤ ε,

t∑
i=1

x2
s+i ≤ δ

}

とおく．このとき B ⊂ V は凸でかつ原点に対して対称な集合である．また条件 (i), (ii)

より

λ := inf{q(P ) | P ∈ L, P 6= O} > 0

が成立する．実際 0 6= P ∈ L を一つ固定すると (i) より q(P ) 6= 0 (=: C) が成立する．こ
のとき (ii) より

#{P ∈ L | q(P ) ≤ C} < ∞

より，上の集合は離散的である．よって λ → 0 にはならない．
q は正定値ではないと仮定する，すなわち s < r と仮定する．補題 3.5 より δ > 0 を十
分大きくとればB(1

2
, δ) は 0 でない lattice の元 P を含む．ところがこのとき

q(P ) =
s∑

i=1

x2
i −

t∑
i=1

x2
s+i ≤

1

2
λ

が成立し，これは λ の選び方に矛盾する．
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以上より，次の命題が成立する．

命題 3.7. 標準的高さ ĥ は R⊗Z E(K) 上の正定値二次形式である．

上の性質を用いて lattice の基本領域の面積に相当する概念を導入する．まず，標準的高さ
の二次形式としての性質から次を得る．

K を代数体，E を K 上の楕円曲線とする．今，双線型形式 < , >: E(K)×E(K) → R
を < P,Q >= ĥ(P + Q)− ĥ(P )− ĥ(Q) で定義する．これを Néron-Tate pairing と呼ぶ．

P1, . . . , Pr ∈ E(K) を [P1], . . . , [Pr] が E(K)/E(K)tors を生成している点とする．この
とき RE/K := det(< Pi, Pj >) を E の elliptic regulator と呼ぶ．ただし r = 0 のとき
RE/K = 1 と定義する．命題 3.7 より elliptic regulator RE/K は常に正の値を取る．
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